Komplekse tal og raekker
John Olsen

1 Indledning

Dette st noter er forelaesningsnoter til foredraget 'Komplekse tal og raekker’. Noterne er
beregnet til at blive brugt sammen med foredraget.

I afsnit 2 bliver de fundamentale definitioner givet og, vi viser, at C er et legeme. I
afsnit 3 tolker vi de komplekse tal geometrisk og giver et argument for eksistens. I afsnit
4 udvider vi eksponentialfunktionen til de komplekse tal og skriver et par af egenskaberne
ved den op. I afsnit 5 giver vi de mest elementaere definitioner og egenskaber ved fglger
og vi konstruerer rackken for en fglge af komplekse tal. I afsnit 6 diskuterer vi den kom-
plekse eksponentialfunktion og Riemanns zeta-funktion. Tilsidst i dette afsnit opskrives
den bergmte Riemann hypotese. I afsnit 7 giver vi en kort liste over den mest udbredte
notation. Habet er, at det gger laesevenligheden. Sidste afsnit, afsnit 8, er der otte opgaver
af varierende sveerhedsgrad.

Forudsaetningerne for at kunne g igang med noterne er en vis erfaring med at regne
med sin og cos. Hvis man ikke kender til vektorregning, kan man ikke forsta argumentet
for eksistens af C i Bemaerkning 3.6, men det er ikke centralt i fremstillingen.

2 De komplekse tals legeme

I dette afsnit vil vi vise, at C, som defineres senere, udggr et legeme. Vi starter med en
del indledende definitioner.

Definition 2.1. En ring', R, er en mangde, der er udstyret med en addition, +, og en
multiplikation, -, sa der geelder, at

1. foraller,s € Rerr+s € R.

2. for aller,s € Rerr-s e R.

3. addition er kommutativt: r + s = s + r for alle r,s € R.

4. addition er associativt: (r+s)+t=r+ (s+t) for alle r,s,t € R.
5. for alle r € R eksisterer der et 0 € Rsar+0=r.

6. for alle r € R eksisterer der et s € Rsar+s=0.

7. multiplikation er associativ: (r-s)-t=1r-(s-t) for alle r,s,t € R.
8. multiplikation er distributiv: (r +s) - t = rt + st for alle r,s,t € R.

9. for alle r € R eksisterer deret 1 € R, sar-1=1-r=r.

1Strengt taget definerer vi en ring med enhed. I disse noter vil vi, nar vi skriver ring, mene ring med
enhed.



Definition 2.2. Lad R vere en ring. R kaldes en kommutativ ring?, hvis der for alle
r,s € Rgelderat r-s=s-r.

Definition 2.3. Lad R vaere en ring. Et legeme er en kommutativ ring, hvor der gelder,
at for alle r # 0 € R eksisterer et s € R, sa rs = 1. Hvis ringen ikke er kommutativ kaldes
den et skevlegeme.

Eksempel 2.4. Det tilrades leeseren at tjekke, at alle punkterne i Defintion 2.1 og 2.2 er
opfyldt for Z. Det vil sige, at Z er en kommutativ ring. Endvidere bgr laeseren tjekke at
alle punkterne i Defintion 2.1, 2.2 og 2.3 er opfyldt for Q og R. Det vil sige, at Q og R er
legemer.

Vi vil nu motivere en udvidelse af de reelle tal. Man laerer tidligt i skolesystemet metoder
til at lgse ligninger af typen ax 4+ b = ¢, hvor a,b,c € R, a # 0, hvor lgsningen selvfglgeligt
er ¢ = (¢ — b)/a. Senere i forlpbet leerer man, hvorledes man lgser ligninger af formen
ar?+br+c =0, hvor a,b,c € R, a # 0. Lgsningen til denne ligning er z = (—b+ \/5)/2(1,
hvor D = b? — 4ac. Ligningen har to lgsninger hvis D > 0, en lgsning hvis D = 0 og ingen
lgsninger, hvis D < 0.

Specielt har ligningen 22 + 1 = 0 ingen lgsning i de reelle tal. Hvis man uden at teenke
over, om det har mening indsaetter v/—1 i ligningen, far man (v—1)2+1=—-1+1=0.
Det betyder at v/—1 faktisk lgser ligningen!

Det vil sige, at vi sgger en ring, R, som har fglgende tre egenskaber

1. R er et legeme
22RCR
3. V-1 €R.
Vi definerer en delmaengde af R kaldet C ved

C={z+iy|lz,yeR, i=v—-1}.

Denne delmaengde kaldes de komplekse tal. Vi vil indtil videre antage at en sadan del-
meengde eksisterer. Et argument for eksistens gives i Bemeaerkning 3.6.

Definition 2.5. Lad z = x + iy € C vaere et komplekst tal. « kaldes for realdelen af z og
y kaldes for imaginaerdelen af z. Real- og imaginaerdel betegnes henholdsvis R(z) og (2).

For at ggre C til en ring, skal vi definere en addition og en multiplikation pa C.
Definition 2.6. Lad z,w € C vere givet ved z =z + iy og w = a + ib. Da er
e z+w=(x+a)+i(y+b)
o 2w = (x+iy)(a+ib) = xa — yb+ ixb + iya = (va — yb) + i(xb+ ya).

Observation 2.7. Da i0 = 0, ses det at {x +i0 | z € R} = {z | x € R} = R, det betyder,
at R C C.

For vi kan se, at C er et legeme, skal vi have nogle flere regneregler pa banen.

2Strengt taget definerer vi en kommutativ ring med enhed. I disse noter vil vi, nar vi skriver kommutativ
ring, mene kommutativ ring med enhed.



Definition 2.8. Lad z,w € C vare givet ved z =z + iy og w = a + ib. Da er
e z—w=(x—a)+i(y—>)

o z/w= (x+iy)/(a+ib) = (z +1iy)(a —ib)/(a+ib)(a —ib)
= ((za + yb) +i(ya — xb))/(a® + b?), w # 0

o 1/z=(z—iy)/(z* +y?), 2 #0

Bemerkning 2.9. 1 definitionen af multiplikation og division skal man frem for at memorere
slutformlen i hgjere grad huske pa, hvordan den er udledt.

Definition 2.10. Lad z € C vare et komplekst tal givet ved z = x + iy. Da er lengden
eller normen af z givet ved |z| = V22 + 2.

Nu kan vi formulere den fgrste vigtige seetning.
Saetning 2.11. C er et legeme.

Bewvis. Vi skal vise at punkterne 1-9 i Definition 2.1, Definition 2.2 og Definition 2.3 er
opfyldt. Punkt 1 og 2 er oplagte per konstruktion af 4+ og -. Punkterne 3 og 4 fglger af de
tilsvarende egenskaber for reelle tal.

For at vise at punkt 5 og 9 er opfyldt lader vi z € C, z = x + iy veere vilkarlig. Hvis vi
seetter 0 = 0+ 40 er z + 0 = z. Hvis vi saetter 1 = 1 + 40, ses det, at 1z = z1 = 2.

For at vise at punkt 6 er opfyldt lader vi z € C, z = x + iy veere vilkarlig. Vi ser at
—z = —x — iy opfylder at z + (—z) = 0. Punkt 7 og 8 vises ved en direkte udregning, der
overlades til leeseren.

Nu har vi vist, at C er en ring. Vi skal vise, at C er en kommutativ ring. Lad z,w € C
og lad z =z + iy og w = a+ib. Da er zw = (xa — yb) + i(xb + ya), men da z,y,a,b € R
er xa = az, yb = by, xb = bxr og ya = ay. Dermed er zw = (ax + by) + i(bx + ay) = w=z.

Vi skal tilsidst se, at C er et legeme. Lad z € C veere vilkarlig og lad z = x + iy # 0.
Da er 1/z = (z —iy)/(2® + y?). Det ses, at z(1/2) = (z + iy)((x — iy) /(2 + y?)) =
(2® +y°)/(2* +y*) = 1. O

Da i abenlyst er i C, er C altsa vores gnskede udvidelse af R.
Som belgnning for vores anstrengelser har vi folgende fantastiske saetning.

Seetning 2.12 (Algebraens fundamentalsaetning). Lad a; € C. Ethvert polynomium
af grad n, anz" + an_12""1 + -+ 4+ a1z + ag, har precist n komplekse rodder talt med
multiplicitet.

Bewis. Udelades. O

Bemerkning 2.13. Bemserk at Ssetning 2.12 intet siger om, hvordan man finder disse
rgdder. Faktisk kan man vise, at der kun findes en eksplicit lgsningsformel for lgsning af
ligninger af grad mindre end fem! Dette blev vist af den norske matematiker Niels Henrik

Abel.



3 Geometrisk fortolkning af C

Casper Wessel, digteren Johan Hermann Wessels bror, var den forste til at se tal i C
geometrisk som punkter i planen, det vil sige at se z + iy som vektoren (z,y).

A

IS T+ 1y

Den komplekse talplan.

Bemerkning 3.1. Der findes en anden made at opskrive komplekse tal pa. Som det ses pa
figuren er z = x + iy entydigt givet ved talparret (r,0), hvor r = |z|, og hvor 6 er vinklen
med den positive 1.-akse. Talparret (r,0) kaldes opskrivningen af z pa polarform. r kaldes
modulus for z og 0 kaldes argumentet for z og betegnes med henholdsvis |z| og arg(z). Ud
fra figuren kan man ogsa se, at |z| er defineret ud fra Pythagoras ssetning.

Lad os se, hvorledes man kan oversaette fra den ene til den anden opskrivning. Det

formulerer vi i et lemma.

Lemma 3.2. Lad z = z+1iy. Da er § = cos~'(z/r) og 6 = sin=(y/r). Hvis z = 0, er der
uendeligt mange vinkler, der bestemmer z. Lengden af z er |z| =r = V2?2 +y2.
Huvis vi har z opskrevet som (r,0) er x =rcos6 ogy = rsinf.

Bewis. Dette folger direkte fra definitionen af cos og sin. O

Bemerkning 3.3. Laeg maerke til at et komplekst tal har én modulus men uendeligt mange
argumenter. Det skyldes, at en drejning pa 360° eller 27 giver det samme punkt i planen.
Det viser sig at veere meget nemmere at multiplicere to komplekse tal, nar de er opskrevet

pa polarform. Det formuleres i fglgende proposition.

Proposition 3.4. Lad z1,29 € C og lad z1 = (r1,01) 0g z2 = (r2,02). Da er z1z9 =
(r172,01 + 02)

Bevis. Beviset benytter faktisk intet andet end additionsformlerne for sin og cos og defi-
nition af multiplikation af to komplekse tal, Definition 2.6. Additionsformlerne for sin og
cos ser ud som fglger:

cos(61 + 03) = cos(61) cos(fa) — sin(67) sin(f-),

. . . (1)
sin(61 + 62) = cos(#) sin(fy) + sin(61) cos(fs).

Beviset for disse to formler udelades.



Vi har set, at hvis z; = (r1,61) og 2o = (r2,02) er z; = r1(cosf; + isinby) og zo =
r9(cos by +isin fs). Ved at benytte formlen for multiplikation af to komplekse tal, far man
2129 = (11 cos(61)rg cos(fa) — r1 sin(f1)re sin(fs))
+ i(r1 cos(01)ra sin(fa) + 71 sin(01)ro cos(hs))
= r17ra(cos(fy) cos(fs) — sin(6f) sin(fs))
+irira(cos(f) sin(fs) + sin(fy) cos(6s))
= r17ro(cos(fy + 02) + isin(6; + 6)),

hvor vi i tredje lighedstegn har brugt additionsformlerne, formel (1), for sin og cos. Vi ser
dermed, at z1z9 = (r17r2, 01 + 602), som skulle vises. O

Eksempel 3.5. Lad z; = (8,117/12) og 22 = (3,197/12). Hvad er 21227 Vi benytter
seetningen overfor og far z;z9 = (4,57/2) = (4,7/2). Ved at tegne tallet i den komplekse
talplan ses det at (4,7/2) svarer til tallet 4i. Man kunne ogsa oversatte polarformerne
til ssedvanlig form og sa bruge definitionen af multiplikation, men det er meget mere
besveerligt.

Bemerkning 3.6. Vi vil nu give en skitse af et argument for eksistens af C.

Man identificerer det komplekse tal x4 iy med vektoren (z,y) € R? og ser at i svarer til
vektoren (0, 1). Addition i C svarer til seedvanlig vektoraddition i planen. Ved at opskrive
z = x+ iy og w = a+ ib pa polarform ses det, at multiplikation ogsa blot er en operation
mellem de to tilhgrende vektorer.

4 Den komplekse eksponentialfunktion

I dette afsnit udvider vi eksponentialfunktionen til de komplekse tal.
Definition 4.1. Lad z € C og lad z = x + iy. Da er ¢* = e*(cosy + isiny).

Bemearkning 4.2. Hvis z = x + 10 er e = e*. Det betyder, at den komplekse eksponen-
tialfunktion er identisk med den velkendte eksponentialfunktion, hvis inputtet er et reelt
tal.

Bemerkning 4.3. Hvis man lader z = i, far man €™ = ¢%(cos 7 + isin 7). Dermed har
vi, at €™ = —1 eller e/ + 1 = 0. Denne formel kaldes Eulers identitet og den knytter pa
smukkeste vis tallene e, 7, 1 og 0 sammen.

Vi har fglgende vigtige seetning om den komplekse eksponentialfunktion.
Saetning 4.4. Lad z,w € C. Da er e*T% = e*e?.
Bewvis. Overlades til laseseren. O

Seetning 4.5. Den komplekse eksponentialfunktion er periodisk med periode 27i, det vil
sige for alle z € C, er e* = e* T2,

Bewvis. Dette er klart, idet sin og cos er 27 periodiske. ]



Bemerkning 4.6. Hvis € R er e = cosf + isinf per definition af eksponentialfunk-
tionen. Hvis z = (r,0) har vi set, at vi kan omskrive z, sa z = r(cos 6 + isin ). Dermed
er z = re'?. Dette giver os endnu en let made at multiplicere komplekse tal pa. Hvis
21 = (r1,01) og 20 = (12,02) er 212 = r1e¥119e'?? = rireet®192) Vi har i sidste ligheds-
tegn brugt Ssetning 4.4.

Tilsidst viser vi en vigtig formel opkaldt efter den franske matematiker Abraham de
Moivre.

Seetning 4.7 (de Moivres formel). Lad 0 € R og lad n € N. Da er
(cos(0) +isin(0))™ = cos(nh) + isin(nb).

Bewis. Per definition af den komplekse eksponentialfunktion er ¢ = cos(6) +isin(f). Ved
at benytte Seetning 4.4 n gange far vi, at (¢?)" = €. Dermed er (cos(f) + isin(#))" =
cos(nf) + isin(nf), som skulle vises. O

Vi vil senere se en anden made at definere den komplekse eksponentialfunktion pa. Det
involverer raekker, som vi vil studere i naeste afsnit.

5 Folger og raxekker

I dette afsnit vil vi give de vigtigste definitioner og resultater i teorien for reekker. Vi
starter med en fundamental definition.

Definition 5.1. En kompleks talfolge bestar af uendeligt mange tal, der er nummererede.
Talfplgen betegnes {2,195 ;, hvor {z,}5°, = {2z, | 2z, € C, n € N}.

n=1 —

Definition 5.2. En talfplge, {2,}°° , kaldes konvergent mod a, hvis der geelder at
Ve>0IN eN: Vne Nn> N = |a— z,| <e.

Med andre ord er en fglge konvergent, hvis der geelder, at uanset hvor lille et € man kommer
med, skal man kunne finde et N, sa nar n > N ligger z, i den abne cirkelskive med centrum
a og radius e. Tallet a kaldes folgens greenseveerdi.

En folge kaldes divergent, hvis den ikke er konvergent.

Bemerkning 5.3. Intuitivt skal man teenke pa, at en fglge er konvergent, hvis der geelder,
at jo leengere man kommer ud i "halen’ pa folgen, jo teettere vil tallene ligge ved et bestemt
tal nemlig folgens greenseveerdi, a.

Intuitivt er en divergent folge en folge, hvor elementerne ikke nsermer sig nogen bestemt
vaerdi, nar n vokser. Det kan enten skyldes at fglgens elementers norm vokser ubegraenset
mod uendeligt eller, at folgens elementer hopper frem og tilbage mellem flere forskellige
vaerdier, nar n vokser.

Vi vil nu give nogle eksempler pa konvergente fglger. Det vil vi formulere i to proposi-

tioner.

Proposition 5.4. Lad z € C. Folgen {z,}52 1, z = z, for alle n € N er konvergent med
grenseverdi z.



Bewis. Da folgen konstant er lig z geetter vi pa at fglgens graenseveerdi er z. Vi skal bevise
at
Ve>0IN eN: Vne Nn>N=|z—z,| <e

Lad € > 0 veere givet. Vi ser at |z — z,| = |z — 2| = 0, og dermed er |z — z,| < € for alle
n € N. N =1 er dermed et brugbart N, idet |z — z,,| < € for n > 1. O

Proposition 5.5. Folgen {z,}°° |, 2z, = 1/n er konvergent med grenseverdi 0.

Bevis. Vi gaetter pa at fglgens graenseveerdi er 0. Vi skal bevise
Ve>03INeN:Vne Nn>N=|0-2z,]<e

Lad € > 0 veere givet. Viser at |0 — z,| = 1/n. Viser at 1/n < € hvis og kun hvis n > 1/e.
Hvis vi veelger N € N sa N > 1/e far vi et brugbart N , idet der geelder, at for n > N er
n > 1/e, og dermed er |0 — z,| < €. O

Bemerkning 5.6. 1 ovenstaende bevis veelges et N € N, sa N > 1/e. Seetningen, der sikrer,
at det altid er muligt at veelge et sadant NN, kendes under navnet Arkimedes Princip.
Beviset for Arkimedes Princip er noget teknisk og udelades.

Eksempel 5.7. Eksempler pa divergente folger er ogsa ret lette at finde. Vi vil ikke
studere dem naermere, men overlade til laeseren at overveje at folgerne {n}>2 ; og {lnn}>2
er divergente. Man skal teenke pa, at folgernes elementer vokser ubegraenset og dermed
ikke kan veere konvergente. Et andet eksempel pa en divergent folge er {(—1)"}52 ;. Denne
fglge hopper frem og tilbage mellem 1 og —1 og kan saledes ikke vaere konvergent.

Nu vil vi ud fra en kompleks talfglge, {z,}5° ;, konstruere en anden kompleks talfglge
kaldet reekken for {z,}22 .

Definition 5.8. Lad {z,}5° ; veere en vilkarlig kompleks talfplge. Vi danner en ny talfplge
{sk}p2, ud fra {z,}72; ved at definere s, = 22:1 zp. Talfplgen {s;}72, kaldes rekken
for {z,}22 , og reekken betegnes med Y 07 | z,.

Definition 5.9. Reaekken ), z, kaldes konvergent eller divergent, hvis reekken {sj}72
er henholdsvis konvergent eller divergent. Hvis rackken er konvergent kaldes raekkens graen-
seveerdi for raekkens sum.

Definition 5.10. En rackke, Y o7 | zy,, kaldes absolut konvergent, hvis rackken > 7 |z,
er konvergent.

Bemerkning 5.11. Hvis en rackke er absolut konvergent er den konvergent, men det om-
vendte er ikke altid tilfeeldet. Et eksempel pa dette er Y2 | (—1)™(1/n), hvis sum er In(2),
men som ikke er absolut konvergent.

6 Bergmte og vigtige eksempler pa rakker

I dette afsnit vil vi betragte nogle af de vigtigste eksempler pa rakker, blandt andet den
komplekse eksponentialfunktion og Riemanns zeta-funktion.
Vi starter med et simpelt men vigtigt eksempel, nemlig den geometriske rakke.



Seetning 6.1. Rakken Y 2 cz" er konvergent pd maengden {z € C | |z| < 1} med sum
c/(1—2z).
Bewvis. Udelades. O

Vi husker at for n € N er n! = n(n—1)(n—2)---2. Nu kan vi give en anden beskrivelse
af den komplekse eksponentialfunktion.

Saetning 6.2. Rekken

[e.9] n

Z ‘-
|
= nl
er absolut konvergent for alle z € C med sum e*.

Bewis. Udelades. O

Bemerkning 6.3. Man kan ogsa vise, at rackkerne

0 . Z2n S . 22n+1
2 WGy X G

er absolut konvergente med sum henholdsvis cos(z) og sin(z).

Bemerkning 6.4. Man kan vende argumentet om og definere funktionerne ved deres raek-
ker. Ud fra den definitionen kan man sa vise alle de velkendte egenskaber.

Tilsidst vil vi se pa den maske vigtigste af alle raekker, Riemanns zeta-funktion.
Vi husker at for r,t € R og r > 0 er r* = e!™(") Tilsvarende definerer vi for n € Ry,

s€C ogs=a+ibn® =n*tb = paebn)

Definition 6.5. Lad s € C med R(s) > 1. Riemanns zeta-funktion er givet ved

()=
n=1

Bemerkning 6.6. Man kan vise, at ¢ er konvergent for R(s) > 1. {(s) kan udvides til en
'peen’ funktion defineret pa hele C\ {1}. Vi vil ikke komme yderligere ind pa, hvordan den
fgrste pastand bevises eller hvad 'paen’ betyder.

Den schweiziske matematiker Euler fandt fglgende sammenhaeng mellem primtallene og
Riemanns zeta-funktion.

Seetning 6.7. Lad s € C med R(s) > 1. Lad ¢ vere Riemanns-zeta funktion. Da er

=TI 1=

p primtal -p

Bemerkning 6.8. Man er interesseret i at vide for hvilke s € € ((s) = 0. Ved at bruge lidt
mere teori end vi kan give her, er det let at se, at ((s) =0, hvis s € {...,—6,—4, —2}. Disse
nulpunkter kaldes de trivielle nulpunkter for . Det er ogsa rigtigt, at alle ikke trivielle
nulpunkter ngdvendigvis ma ligge i striben {s € C | 0 < R(s) < 1}.

Dette leder frem til et af matematikkens helt store ubesvarede spgrgsmal.



Hypotese 6.9 (Riemann hypotesen). Alle ikke trivielle nulpunkter for ¢ ligger pa
linien R(s) = 3.

Bemerkning 6.10. Clay Institute udlover 1000000$ til den, der enten viser eller modbeviser
Riemann hypotesen.

Det vil have enorme konsekvenser for den moderne talteori, hvis man far afklaret, hvor-
vidt Riemann hypotesen er sand eller €j.

Ved hjzlp af en computer har man vist at Riemann hypotesen er sand for de fgrste
1500000000 nulpunkter. Det skal ogsa bemserkes, at dusgren ikke gives, hvis man ved
hjeelp af en computer finder et nulpunkt, der ikke ligger pa linien R(s) = %!



7 Notation

V: for alle.

3J: eksisterer.

€: tilhgrer.

#: forskellig fra.

[] produkt.
N={0,1,2,3,...}.
Z=A{..,-2,-1,0,1,2,...}.
Q={a/blacZ, beZ\O0}.
R: de reelle tal.

C: de komplekse tal.

Ry ={z|zeR, x>0}

e: det graeske bogstav epsilon.

<, =: medfgrer.

<= : hvis og kun hvis.
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8 Opgaver

Opgaver meerket med (x) er sveere.

Ovelse 8.1. z har modulus 7 og argument 7. Opskriv z pa formen x + iy. Tegn 2z i den
komplekse plan.

Ovelse 8.2. Lad z =1+ 1.
1. Opskriv z pa polarform.
2. Beregn 25. Skriv resultatet pa formen x 4+ iy.
Ovelse 8.3. Lad 2 = —v/3 + 1.
1. Opskriv z pa polarform.
2. Beregn z%. Skriv resultatet pa formen z + iy.
Ovelse 8.4. Lad 2z =1+4+2i, w=2—io0gv=—1+3i.
1. Tegn z,w,v i den komplekse plan.
2. Beregn 1/z, 1/w og 1/v og tegn 1/z, 1/w og 1/v i den komplekse plan.
3. Opskriv z,w og v pa polarform.
4. Beregn produktet zwwv. Tegn produktet zwwv i den komplekse plan.
Ovelse 8.5. Tegn maengden {z € C |z =€, § € [0,27]} i den komplekse talplan.

Ovelse 8.6. (x) Lad z,w € C. Vis at zw = 0 hvis og kun hvis z = 0 eller w = 0. Vink
til =: Hvis s,t € R og st = 0 medfgrer det, at s = 0 eller ¢t = 0. Skriv z = x + iy og
w = a + ib og brug Definition 2.6 til at slutte det gnskede.

Ovelse 8.7. (x) I denne gvelse skal vi vise Seetning 4.4. Lad z,w € C og z = = + iy,
w = a + b.

1. Opskriv e® og e.

2. Beregn produktet e*e® og benyt additionsformlerne (1) for sin og cos til at vise
Seetning 4.4.

Ovelse 8.8. lad D vere et omrade i den komplekse plan givet i poleere koordinater ved

D:{(T,9)|1§T§2, E?gagf);}.

1. Tegn omradet D i den komplekse plan.

2. Find de fire hjgrner z1, 20, 23 og z4 i D og skriv dem pa formen re? og x + iy.
3. Beregn produktet 21292324 og angiv resultatet pa tegningen i (1).

4. (%) Find den reelle og komplekse faktorisering af polynomiet z3 + 1.

5. (%) Find alle komplekse tal z, der Igser ligningen 3 = —1. Vink: Brug (4).
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